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ABSTRACT

Longitudinal data is defined as data obtained by a repeated measurement of variables
pertaining to the same units over time. The analysis of longitudinal data cannot be achieved
through classical regression models because of the independence and multicollinearity
assumptions. For this reason, specific regression models have been developed for such data.
Classical parametric models are based on the rationale that the relation between the dependent
variable and the independent variable(s) is linear or the relation is expressed through known
parametric functions. In such a case, it is not possible to reveal the actual structure of the
relation, which will prevent the researcher from achieving reliable and rational outcomes
particularly in longitudinal datasets. Non-parametric regression model is utilized in cases
where the relation between the dependent variable and the independent variable(s) is more
complicated in longitudinal data. In this study spline models in nonparametric regression
models which use in longitudinal data are investigated theoretically.

Keywords: Longitudinal data, Nonparametric Regression, Spline Models, Smoothing
Splines, penalized Splines, Regression Splines.
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BOYLAMSAL VERILERIN ANALIZINDE KULLANILAN SPLAYN
MODELLERI

OZET

Boylamsal veriler, ayni birimlere ait 6zelliklerin zaman igerisinde tekrarli olarak dlciilmesi ile
elde edilen verilerdir. Boylamsal verilerin analizi, bagimsizlik ve sabit varyanslilik varsayimi
saglanamadigindan klasik regresyon modelleri ile gergeklestirilememektedir. Bu nedenden
dolay1 boylamsal veriler i¢in 6zel regresyon modelleri gelistirilmistir. Klasik parametrik
modeller, bagimli degisken ile bagimsiz degisken(ler) arasindaki iliskinin dogrusal olmasi
veya iligkinin bilinen parametrik fonksiyonlarla ifade edilmesi temeline dayanmaktadir. Bu
durumda da gergek iliski yapisi ortaya ¢ikarilamamaktadir. Boylamsal veri setlerinde bu
durum giivenilir ve mantikli sonuglara ulasilmasini engelleyecektir. Dolayistyla boylamsal
verilerde bagimli degisken ile bagimsiz degisken(ler) arasindaki iliskinin daha karmasik
oldugu durumlarda, parametrik olmayan regresyon modelleri kullanilmaktadir. Bu ¢aligmada
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boylamsal verilerin analizinde kullanilan parametrik olmayan regresyon modellerinden splayn
modelleri teorik olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Boylamsal veriler, Parametrik Olmayan Regresyon, Splayn Modelleri,
Diizeltme Splaynlari, Cezal1 Splaynlar, Regresyon Splaynlari

1. GIRIS

Boylamsal veriler; ayn1 birimlere ait 6zelliklerin zaman igerisinde tekrarli olarak dlciilmesi ile
elde edilirler. Tekrarli Olglimler, esit zaman araliklarinda veya esit olmayan zaman
araliklarinda elde edilebilirler. Bu sekilde elde edilen boylamsal verilerde, birimlerin
incelenen oOzellik veya Ozelliklere gore zaman igerisindeki degisimi incelenebilmektedir.
Boylamsal verilerin, klasik regresyon yontemleri ile analizi bagimsizlik ve sabit varyanslilik
varsayimi saglanamadigindan miimkiin olmamaktadir. Bu durumda da boylamsal verilerin
analizini gerceklestirmek icin yeni yontemler gelistirilmis ve hala gelistirilmeye devam
edilmektedir. (Bagdath Kalkan, 2014: 1). Bu yontemlerden en sik kullanilanlari parametrik
olmayan regresyon modelleridir.

Parametrik olmayan regresyon analizi bagimli degisken ile bagimsiz degisken arasindaki
iligkinin fonksiyonel sekli hakkinda kesinlik olmamasi durumunda kullanilmaktadir.
Parametrik olmayan yaklasimlar iliskinin fonksiyonel seklinin belirlenmesinde kolaylik
saglamalarinin yaninda, diisiiniilemeyen fonksiyonel sekillerin ortaya c¢ikarilmasinda da
yardimci olmaktadir (Caglayan, 2002: 8).

[liskisiz verilerde parametrik olmayan regresyon yontemleri, Kernel ve Splayn yontemleri
olmak tizere genel olarak ikiye ayrilmaktadir. Kernel yontemi, lokal olabilirlige dayalidir.
Splayn yontemleri ise, diizeltme splaynlar1 (smoothing splines), cezali splaynlar (penalized
splines) ve regresyon splaynlar1 (regression splines) olarak (¢ grupta incelenmektedir.
Diizeltme splaynlar1 ve cezali splaynlar cezali olabilirlige dayali yontemlerdir. Parametrik
olmayan regresyon analizinde “duzeltme (smoothing)”  kavrami olduk¢a Onemli bir
kavramdir. Bilinmeyen regresyon fonksiyonu i¢in uygun bir tahmin elde etmek amaciyla,
gozlemsel hatalar1 azaltarak bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore ortalama
bagimliliginin 6nemli ayrintilarint vermek, yorumu kolaylastirir. Boyle bir egri yaklastirma
(tahmin) iglemi genel olarak “diizeltme” olarak adlandirilmaktadir. (Hardle, 1991: 18).

Silverman (1984: 900) yaptig1 caligmasinda iligkisiz veriler goz oniine alindiginda Kernel
diizeltmesi ve Splayn diizeltmesinin asimtotik olarak denk oldugunu gostermistir.

Boylamsal verilerin analizinde en biiyiik zorluk birim i¢i korelasyonlarin dikkate alinmasidir.
Bu korelasyon, Kernel ve Splayn dizeltme yontemlerinin boylamsal veriler igin
gelistirilmesinde onemli degisikliklere yol agmaktadir. Bilinen lokal olabilirlik tabanli Kernel
yontemleri birim i¢i korelasyonlart etkin bir sekilde dikkate alamamaktadir (Lin ve Carroll,
1999: 19). Boylamsal verilerde parametrik olmayan, tutarli ve etkin tahminciler elde etmek
icin, lokal olmayan Kernel yontemlerine ihtiyag vardir (Shen, 2011: 21).

Parametrik olmayan yontemlerde, bagimli degiskenle bagimsiz degisken veya degiskenlerle
olan iliskinin sekli veri tarafindan belirlenir. Parametrik yontemlerde ise iliskinin sekli model
tarafindan belirlenir. Hem boylamsal hem de iliskisiz verilerde parametrik olmayan
modellerin en biiyiik avantaji bu sekilde esneklik saglamasidir. Boylamsal verilerde
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parametrik olmayan regresyon modellerinde splayn diizeltme yontemi en sik kullanilan
yontemdir. Splayn, bir dizi veri noktalarina polinomiyal bir egri uydurma ya da bu noktalar
arasindan piiriizsiiz olarak gegen ve bir ¢ok pargadan olusan esnek bir egri olarak adlandirilir.
Splayn fonksiyonlar da bu fikrin uygulamasi olan matematiksel araglardir. Bu fonksiyonlarin
temel diisiincesi, tanimlanan aralig1 bagimsiz degiskenler yardimiyla alt araliklara bolerek, her
bir alt aralikta farkli bir polinomiyal fonksiyon ile bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki
iligkiyi modellendirerek, istenilen mertebeden tiirevi olan siirekli bir fonksiyon elde etmektir.
Splaynlar parametrik olmayan fonksiyonu tahmin eden yontemlerden biri olarak sunulur ve
genellikle parametrik olmayan ve semiparametrik regresyon ortaminda ele alinirlar (Bagdatli,
2010: 10).

2. DUZELTME SPLAYNLARI

Diizeltme splaynlar1 yontemi, bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki iligkinin
sekli hakkinda onsel bir bilgi olmadigi durumlarda veya seklin bilinen dogrusal ya da
dogrusal olmayan modellerle uyum saglamadigi durumlarda yararli olmaktadir. Diizeltme
splaynlar1 Dogrusal Karma Etki Modelleri (DKEM) nde kullanildiginda, Sinirlandirilmis En
Cok Olabilirlik (SECO) araciligiyla ortalama ve varyansin ortak modellenmesine izin verir
(Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 254).

Basit parametrik olmayan regresyon modeli;
Yij =9(X;) +¢ (1)
olarak gosterilir.

Bu esitlikte Yij siirekli bagimli degiskeni, Xi bagimsiz degiskeni ve g(Xi) bilinmeyen pirizsiz
bir fonksiyonu (smooth function), ei ise 0 ortalamali, sabit varyansli, bagimiz hata terimini
ifade etmektedir (i =1,...,N)

Parametrik olmayan regresyon fonksiyonunun Kernel tahmini, lokal agirliklandirilmis
ortalamalar1 (local weighted averages), parametrik olmayan regresyon fonksiyonun (g(Xi))
diizeltme splayn1 tahmini, pargali polinomiyal fonksiyonlar1 kullanir (Shen, 2011: 24). Splayn
modellerini tahmin edebilmek icin, dogrusal regresyon dogrularinin birlesecegi noktayi
belirlemek gerekir, bu noktalara digiim adi verilir (Bagdath, 2010: 11). Burada biitiin
gozlenen bagimsiz degisken degerleri diigiim (knot) olarak kullanilir ve digim sayisi
diizeltmenin miktarin kisitlar.

Literatlirde boylamsal verilerin analizinde en sik kullanilan splaynlar, dogal kiibik diizeltme
splaynlaridir. Diizeltme splaynlart tahmincisi ile DKEM arasinda yakin bir iligki
bulunmaktadir. Ruppert, Wand ve Carroll (2003: 109) karma model ¢ercevesinde en iyi
tahmincinin diizeltme splaynlar1 oldugunu gostermislerdir. Diizeltme splaynlarinin en 6nemli
avantaj1 diiglim sayisin1 se¢gmek zorunda kalinmamasidir. Ciinkii, gozlenen bagimsiz degisken
degerlerinin hepsi diigim olarak alinmaktadir. Ancak, biiylik 6rneklem s6z konusu oldugunda
hesaplamada zorluklar ortaya ¢ikmaktadir.

Splayn yontemleri ile ilgili genel bir bilgi vermek adina esitlik (2) incelenecektir.

Yi = g(tj) +¢ (2)
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Bu esitlikte, i.birime ni 6l¢tiim yapilmis ve Y; = (Yjy,*+,Yin )", tj = (i, tip; )" zamanlarinda
gozlenmistir. Zaman dilimleri, tj; <tj, <---tj, olarak ifade edilmektedir ve baska bir

bagimsiz degiskenin bulunmadigi varsayimi s6z konusudur. g(ti) purlizsuz fakat bilinmeyen
fonksiyonu, €; =(ej;,"-,€j,;)" ise normal dagilan, 0 ortalamali ve Vi=Vi(¢) (¢4, zaman

boyunca birim i¢i kovaryansi tanimlamaktadir.) kovaryans matrisli hata vektoriinii ifade
etmektedir. g(t) fonksiyonunun piiriizsiizliigii i¢in kriter bir cezanin (penalty) kullanilmasidir.
Bu ceza, uydurulan fonksiyondaki egrilik miktarini (diigiim sayisini) kisitlar. Tahmin edilen
fonksiyon g(t), bu piiriizliilik cezasi kosulu ile hata kareler toplamin1 minimize eder.

tmax

[ - 9@V - 9(t)]+ 2 [[g7(s) s ®

tmin

Esitlik (3)’de A diizeltme parametresini ifade eder. Diizeltme parametresi egrinin
pliriizsiizliiglinii ve verilere uyumu dengeler (Aydin, 2005: 40). Diizeltme parametresi negatif
olmaz ancak 0 olabilir. A'nin verilen herhangi bir degeri i¢in cezali kareler toplami kriteri,
6lcim zamanlan diigiim noktasi olarak alinarak dogal kiibik splaynlarla minimize edilir. Bu
da kiibik diizeltme splaynlar1 olarak adlandirilir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 255).

Diizeltme splayni, diizeltme parametresinin degerine baglidir. A arttikga, cezali kareler
toplamindaki piirtizliiliik cezasinin etkisi artar ve uydurulan splayn daha diiz olur. A sonsuza
yaklastikca uydurulan splayn dogrusal hale gelir ve ceza 0 olur. A arttik¢a diisiik varyansl
ancak yanli, 4 azaldik¢a yiiksek varyansli ancak yansiz uyumlar elde edilir (Keele, 2008: 65).
Bu nedenden dolay1 A’nin se¢imi biiyiik 6nem arz etmektedir. A’'nin en uygun degeri, verinin
karakteristik 6zelliklerine bagl olarak belirlenir. A nin en uygun se¢imi i¢in Craven ve Wahba
(1979: 380) tarafindan Genellestirilmis Capraz Gegerlilik (GCG) yontemi 6nerilmistir. Ayrica
Wahba (1985: 1379) GCG yontemine alternatif olarak Genel En ¢ok Olabilirlik (GECO)
metodunu gelistirmistir.

Kismi diizeltme splayni modelleri, semiparametrik veya toplamsal modeller olarak ta
bilinmektedirler. Bu modellerde, dogrusal modele diizeltme splaynlari yerlestirilmistir. Esitlik
(4)’de kismi diizeltme splayn1 modeli goriilmektedir.

Yi = Xpife +9(6) +€ (4)
Bu modelde, Xri bagimsiz degiskenler igin tasarim matrisini ve Sr bu terimler i¢in katsayilar
vektorund ifade etmektedir (i.birim i¢in). Bu bilgiler 1s18inda kismi splayn modelleri karma
model ¢ergevesinde yazilabilmektedir.

Yi = XiBr + Zyiby +9(t) + € ®)

Esitlik (5), g(ti) agik olarak yazildiginda esitlik (6)’daki gibi ifade edilmektedir.

Yi = XpiBr + Ziiby + X fs + Z5i6 + € (6)
Bu esitlikte diizeltme splayni g(ti); sabit katsayi, dogrusal terim Xsifir ve tesadifi etkiler

Zsio’nin toplami olarak ifade edilmektedir. Xriffr, Zribr ve ei sirasiyla diger sabit terim,
tesadiifi terim ve hata terimini ifade ederler (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 255). Bu
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modeller boylamsal veriler i¢cin uygun modellerdir. Cunku splaynlar hem ortalama hem de
kovaryans yapisi i¢in modelde esneklik saglamaktadirlar.

DKEM’de kubik dlzeltme splaynlart en iyi dogrusal yansiz tahmincidir. Esitlik (2) ele
alindiginda, kiibik diizeltme splayni, Ol¢im zamanlar1 diigiim noktalar1 (r=n; ve
T=t = (til,---,tini )" ) olan dogal kiibik splayndir. Cezali kareler toplamindaki piiriizliiliik

cezasi esitlik (7)’deki gibi basitlestirilebilir.
t max

[lo"(s)Pds = 0G5 )

tmin

Bu esitlikte § splaynin ikinci tiirevi, Gs™ ti cinsinden yazilan matrisi ifade eder ve olgiim
zamanlar1 arasindaki farki kullanir; hj=tig+y-tij (j=1,...,ni-1). Bu dogal kiibik splayn esitlik
(8)’deki gibi ifade edilir.

nj-1

9(t) = Bso + Bsat + D 5;P; (1) (8)
j=2

Esitlik (8)’de fonksiyon Pj(t), z=ti i¢in esitlik (9)’da gosterildigi gibidir.

0 tSTj—l
h'_}]_(t—'l"_l)B Tig <t<r;
PO =t (b b e o <ter ©
at=7j)" = (o +h )t -7;)° 7 <t<zjy
(hj—1+hj)(3t_7j—1 —Tj _Tj+1) Tj+1 <t

Esitlik (8) ve esitlik (9)’dan yararlanilarak i.birim igin cezali kareler toplami esitlik (10)’da
goriildiigii gibi yazilmaktadir.

(Yi = XiBs = Z50)Vi (Y; = X Bs — Z58) + A5G S (10)

Esitlik (10)’da  Xsi=[1 ti] nix2 boyutlu matrisi, As=(fs0 pfsi) Ve
Zg = [Pz ), Pni_l(ti)J ise ni x (ni-2) boyutlu matrisi ifade etmektedir.

Uydurulan splayna ulagmak i¢in cezali kareler toplaminin (Esitlik (10)) fs ve 6’ya gore
minimizasyonu saglanmalidir. Bunun i¢in esitlik (11) ¢oziilmelidir (Fitzmaurice ve digerleri,
2009: 264).

AVA" 1y -1 p 1y -1
XaVi X XeVi “Zsi }(ﬂsj:(xsivi YiJ (11)
1\ —1 1\ —1 -1 Py vy =1
ZgVi X ZgVi "L +AGs™ [ 0 ZgVi Y

Bu esitlik DKEM olarak esitlik (12)’deki gibi ifade edilir.

Yi = XiBs + 450 +8 (12)
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Bu esitlikte, fs sabit etkileri, ¢ tesadufi etkileri ve ei hata terimini ifade etmektedir. Karma
model varsaymmu, ei ~ N(0,Vi) burada da gegerlidir. Ayrica tesadiifi etkiler igin 6 ~ N(0, 6s°Gs)
varsayimi da gegerlidir. Burada, A=1/ gs?’dir. Dolayisiyla o5, 0 olabilir ancak negatif olamaz.
Diizetme splaynit modelleri i¢in bu varsayim istenmeyebilir. Dogrulama islemi, sadece esitlik
(10) ve (11)’in ¢oziimlerinin uyusmast ile yapilir. Bu nedenle é'nin Gs ters ceza matrisi ve
os’>=1/ M’min etkiler vektorii olarak alinmasi uygun olmaktadir. Uydurulan splayn esitlik
(13)’de gosterildigi gibidir.

gzg(ti)zxsi:és"'zsig (13)

Bu esitlikte, § formiilasyonu uydurulan splaynin en iyi dogrusal yansiz tahminci oldugunu

gostermektedir. Esitlik (13)’te diizeltme parametresinin 6nceden belirlendigi varsayilmakta ve
SECO yontemi ile tahmin edilmektedir.

Ozetle, uydurulan splayn esitlik (14)’de goriilmektedir.

E(9|5.0)=9-ViPZgo (14)

Bu esitlikte, P=Y =32 X (X't X)™1X'> olarak ifade edilmektedir.

Modeldeki tesadiifi splaynin yani dogrusal olmayan bilesenin istatistiksel anlamliliginin
sinanmasi igin SECO oran testi kullanilabilmektedir. Bu testte ¢°=0 dolayisiyla 6=0 hipotezi
sianir (Verbyla ve digerleri, 1999: 283).

SECO oran test istatistigi esitlik (15)’de gortlmektedir.

—2x(RL, —RL,) (15)

Bu esitlikte RLa basit splayn modelinin logaritmik olabilirligini, RLo ise kisitlanmis modelin
2
logaritmik olabilirligini ifade etmektedir. Bu test i¢in uygun asimtotik dagilim X0 ve

2
X1 dagilimlarmin karisimi olarak sunulmaktadir. Karisim olasiligi ise 0.5°tir. Bu teste
alternatif olarak, Verbyla ve digerleri (1999: 283) iki asamali bir yontem Onermislerdir. Bu
yontemde oncelikle ¢°=0 hipotezi olabilirlik oran testi ile smanir. Bu asamadan sonra
dogrusal olmayan bilesen hakkinda kanit yok ise, f=0 hipotezini sinamak i¢in Wald testi
kullanilir.

Zhang ve Lin (2003: 61) sifir hipotezi 6°=0 ve alternatif hipotez ¢?£0 igin skor testi
gelistirmiglerdir. Sifir hipotezi altinda uygun asimtotik dagilim Ki-Kare dagiliminin
karisgtmidir ve dagilim igin Satterthwaite yaklasimini saglar. Splayn modellerinde hipotez
testleri hala lizerinde ¢alisilan bir konu olup, bu nedenle standart bir ydntem heniz
gelistirilmemistir.  Gelistirilen ydntemlerin birgogu hesaplamalarda yasanan zorluklar
nedeniyle sik¢a kullanilamamaktadir.

Splaynlar agiklanirken kolaylik saglamasi adina sadece tek bir birim {izerinde durulmustur.
Ancak, boylamsal verilerde eszamanli olarak N birimin incelenmesi gerekmektedir. Birimler
arasi Ol¢limlerin, ortak gevresel faktdrler, yasanilan bolge, genetik 6zellikler gibi degiskenler
disinda genellikle bagimsiz oldugu, birim i¢i dlgiimlerin ise iligkili oldugu varsayilmaktadir.
Olgiimler arasindaki zaman aralig1 arttik¢a birim ici korelasyonlar diismektedir. Ayn1 birim
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icin, Ol¢limler arasindaki korelasyon her birim i¢in hatalara uygulanan varyans modelleri ile
(Vi) modellenebilir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 268). Ayni islem, birimler arasi
korelasyon i¢inde miimkiin olmaktadir. Birim i¢i korelasyonlar1 dikkate almanin bir diger
yolu da korelasyonu gizli degiskenler araciligiyla modellemektir. Ornegin, tesadiifi katsayilar
(random-coefficient) regresyon modellerinde korelasyon bu sekilde modellenmektedir.
Boylamsal verilerin karma model kiibik diizeltme splaynlari ile analizini agiklamak i¢in bir
takim modeller incelenecektir.

2.1. Basit Splayn Modeli

Basit splayn modellerini agiklamak adina analiz edilecek birimler, ortak bir gevredeki
homojen birimler ve baska bir degisken ya da yap1 olmadig1 varsayilmistir. Bu veri i¢in
model, zaman boyunca ortak profili icermelidir. Bu ortak profil diizeltme splayni (g(t)) ile
modellenebilir. Clinki, diizeltme splaynlar1 cezali kareler toplamin1 minimize eder (Esitlik 3)
Diizeltme splayni, ortak profildeki trendi takip eden diizglin bir egri saglar. Egrideki
diizgiinliiglin ya da diizeltmenin miktari, veriden, SECO ile tahmin edilen diizeltme
parametresi ile kontrol edilir. Birim i¢i korelasyon standart kovaryans modeli ile

modellenir.Cov(e;) =V;(#)ve Cov(ej,e;)=0 i=]j ise (i, j=1,...,N). Bu model esitlik
(16)’daki gibi gosterilmektedir.

Yij:g(tij)+eij izl,"',N j:].,"',ni (16)

I.birim i¢in modelin matris gdsterimi esitlik (2)’deki gibi olmaktadir. Biitiin veri seti
icin model esitlik (17)’deki gibidir.

Y =g(t)+e a7

Bu esitlikte, Y =(Y{,---,Y§), t=(1,---,ty)" ve e=(ef,---,ey) olarak ifade edilmektedir.
Modeldeki diizeltme splayni dogal kiibik splayndir. Dogal kiibik splaynin r diigiimler kiimesi
esitlik (18)’de gosterilmektedir.

r=(ry, ) = {7 etin <z (18)
Bu baglamda model, esitlik (19)’daki gibi yazilmaktadir.
-1
Yij = Bso + Bsatiy + 2,6 Pj (tij) + & (19)
j=2
Bu esitligin i. birim i¢in matris gdsterimi esitlik (12)’deki gibi olmaktadir. Biitiin veri seti igin
gosterimi ise esitlik (20)’de goriildiigii gibidir.
Y =XBs+Z50+¢e (20)

Esitlik (20)’de o ters ceza matrisi Gs’ye sahip bir vektor, Pj(t) daha dnce agiklanan fonksiyon,
X =(Xgp e+ Xgn) NTX2 Boyutlu matris, Zg =(Zg;, -+, Z¢,)" Ntx(r-2) boyutlu matrisi ifade
etmektedir. Karma model yaklasimina gore splayn tesadiifi etkiler ortak tutulurlar.
Dolayistyla bi=¢’dir (i=1,...,N).
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Basit splayn modellerinde birim i¢i degiskenlik, esitlik (21)’de ifade edildigi gibi
gosterilmektedir.

Cov(Y; | Bs,6) =V, (21)
2.2. Birden Fazla Bagimsiz Degisken Olma Durumunda Splayn Modeli

Basit splayn modeline birden fazla bagimsiz degisken eklenerek model genisletilebilmektedir.
Yas, cinsiyet gibi degiskenler sabit etki olarak, bolge ve cevresel etkiler gibi degiskenler
tesadiifi etki olarak alinabilen degiskenlerdir. Sabit ve tesadiifi degiskenler sirasiyla Xri ve Zri
tasarim matrisine eklendiginde i. birim i¢in genisletilmis model matris notasyonu ile esitlik
(22)’de gosterildigi gibidir.

Y = XiB+Z,iby + Xifs + 20 + 6 (22)

Cov(br)= Gr’dir ve birim igi degiskenlik esitlik (23)’de ifade edildigi gosterilmektedir.
Cov(Y; | By, Bs,6) = ZiG Zy; +V (23)
2.3. Veride Ayr1 Alt Gruplar Olma Durumunda Splayn Modeli

Splayn modeli veride alt gruplarin olmasi durumunda genisletilebilmektedir. Ornegin bir
tedavi yonteminin yas ya da cinsiyete gore alt gruplara ayrilarak uygulanmasinda bu modeller
kullanilabilmektedir. Bu modeller i¢in Oncelikle ortak splayn tahmin edilir. Ortak splaynin
amaci biitiin birimler i¢in ortak trend bilesenini belirlemektir. Bu agsamadan sonra alt gruplar
arasindaki farkliliklar1 belirlemek adina, her bir alt grup i¢in farkli splaynlar tahmin edilir
(Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 270).

j 6lctiim, i birim ve k alt grubu géstermek tizere model, esitlik (24)’deki gibi yazilmaktadir.
Yiik = 9(t;) + hi (&) + & (24)

Esitlik (24)’de hk(t) k alt grubu i¢in kiibik diizeltme splaynini ifade etmektedir. Bu splayn
etkilesim splayni olarak da adlandirilmaktadir. g(t) ise ortak diizeltme splaymidir. Alt grup
diizeltme splayn1 hk(t) esitlik (25)’deki gibi ifade edilmektedir.

r-1

hi (t) = Esko + Eskat + D Vi, jPj () (25)
=2

Bu esitlikte Pj(t) daha oOnce agiklanan fonksiyonu (baz fonksiyonu) ifade eder.
Vk = (Vg 2,7*Vi r-1) katsayilarmin Gs ters ceza matrisine sahip oldugu varsayilir. Matris

formunda k alt grubundaki i birim i¢in model esitlik (26)’daki gibi ifade edilmektedir.
Yik = Xsi (Bs + Sk )+ Zsi (6 + Vi) + g (26)

Bu esitlikte, & = (Ssk 0 Ssk1) olarak ifade edilir. Birim igi degiskenlik esitlik (27)’de ifade
edildigi gibidir.
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»

Cov(Yi | s, Gk 0, V) =V, (@7
2.4. Veride Ayr Birim Profilleri Olma Durumunda Splayn Modeli

Boylamsal verilerde ortalama ve kovaryansin birlikte modellenmesinde, tesadiifi-katsay1
regresyon yontemi en sik kullanilan yontemlerden biri haline gelmistir (Fitzmaurice ve
digerleri, 2009: 272). Tesadiifi-katsay1 regresyonda birim, sabit katsay1 ve egim katsayisinda
ufak degisimler ile birimlerin ortak dogrusal bir profil izlemesi beklenir. i.birim i¢in dogrusal
tesadiifi-katsay1 regresyon modeli esitlik (28)’de gosterilmektedir.

Yij = Bs0 +7si0 + (Bs1 +7si)tij + & (28)
Modelin matris gosterimi ise esitlik (29)’da gosterildigi gibidir.
Yi = (Bs +115i) X + 6 (29)

Esitlik (29)’da Xsi=[1 ti] ve 75 = (750 7si1) Olarak ifade edilmektedir. 74 ’nin normal

dagildigi, 0 ortalama ve G¢ kovaryans matrisine sahip oldugu varsayilmaktadir. Gc kovaryans
matrisi esitlik (30)’da gosterilmektedir.

G, :(011 Ulzj (30)

021 022
Bu baglamda zaman boyunca birim i¢i kovaryans esitlik (31)’de gosterildigi gibi olmaktadir.

Cov(Yjj) = 011 + 209585 + Uzzti? +Vil],
Cov(Yjj,Yik) = 011 + ona (tj +ti) + opotiitic +VilJ k] (31)

Matris gosteriminde i.birim i¢in model esitlik (32)’de gosterildigi gibidir.
Cov(Y; | fs) = X5iGc X +Vi (32)

Bu regresyon modelinde tesadufi etkiler birim-6zeldir. Dolayisiyla bi=zsi’dir (i=1,...,N).
Ayrica birim-0zel sabit ve egimin zaman boyunca birim i¢i kovaryansi hesaba kattigi bu
nedenle Vi=ce?l oldugu varsayilir. Birim i¢i kovaryansin zaman boyunca karesel bir yapi
izledigi varsayilmaktadir. Kovaryans parametresi olan oi12 varyans yapisindaki esnekligi
arttirir.

Tesadifi-katsay1 regresyon modellerinde yiliksek dereceli polinomlara izin verilmektedir.
Yiiksek dereceli polinomlar yerine diizeltme splaynlar1  kullanilarak  modeller
gelistirilebilmektedir. Bu durumda, modelde ortak splaynla zaman boyunca anakdtle
ortalamasi tahmin edilir. Yapilan iglemler alt grup splayn modellerinde oldugu gibidir. Ancak
burada splaynlar her bir birim i¢in dl¢limler dizisine uydurulmustur. Dogrusal tesadiifi-katsay1
regresyon modellerinin varsayimi geregince, her bir birim i¢in sabit ve egim katsayilari, ortak
sabit ve egim katsayilarindan tesadiifi sapmay1 gosterir. Model;
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Yii = 9(ti;) +1i () + &5 (33)

olarak ifade edilmektedir. Esitlik (33)’de li(x) i. birim igin alt grup kiibik diizeltme splaynini,
g(t) ortak diizeltme splaynin1 gostermektedir. Alt grup diizeltme splayni esitlik (34)’deki gibi
yazilmaktadir.

r-1

i (V) = 710 +Msi gt + D i P (t) (34)
i—2

Bu esitlikte, Pj(t) (j=2,...,r-1) daha 6nce agiklanan baz fonksiyonunu ifade eder. Katsayilar
w; = (0, 0; 1) olarak ifade edilir ve Gs ters ceza matrisine sahiptir. Matris

goOsteriminde i. birim i¢in model esitlik (35)’deki gibi yazilmaktadir.
Yi = Xsi (Bs +75i) + Zi (6 + ;) + & (35)

Esitlik (35)’de #si esitlik (29)’daki gibi tesadiifi etkileri gdsterir. Dogrusal tesadiifi —katsayilar
regresyonda oldugu gibi birim i¢i kovaryanslar birim-0zel profillerden Uretilirler. Bu
baglamda, birim splayn etkilerinin normal anakiitleden geldigi varsayilir. Yani o~N(0,6%Gs)
olarak ifade edilir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 73). Bu bilgiler 1s18inda birim igi
kovaryans esitlik (36)’daki gibi olmaktadir.

Cov(Y; | B5.0) = X G X g +05Z4GsZG +V, (36)

Bu esitlikte, karma modeller gergevesinde Z; :[Zsi Xsi Zsi] olarak ifade edilir. bi

iseb; = (0" 7ng wg) 'dir. Burada J birimler boyunca ortak alinan splayn etkileri, #si Ve wi
birim-0zel etkileri ifade eder.

Esitlik (35) Guo (2002: 123) tarafindan yapilan ¢alismada kullanilmis ve bu model i¢in ek bir
varsayimda bulunmustur. Bu varsayim Cov(zsi ,@i)=0 oldugudur. Bu varsayimdan hareketle,
varyans modellerinin veriye uyumunun kullanilan splayn yapisina bagli oldugu ortaya
cikarilmigtir. Varyans modelinin segilen splayn yapisina gore degigsmemesi igin, tesadiifi
etkilerin ortak bir kovaryans modeline sahip olmas1 gerekir;

; G G.
COV[ Ur J _ [ c 2sc } (37)
@; Gse 05Gs

Esitlik (37)’de Gsc, (r-2) x r boyutlu kovaryans parametrelerinin matrisini ifade etmektedir.
Esitlik (29)’da goriilen tesadiifi-katsay1 regresyonda oldugu gibi fazladan parametre daha
genel bir kovaryans modeli saglar. Bununla birlikte varyans modelinin segilen splayn yapisina
gore degismemesini saglar ancak tahmini zorlastirir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 273).

Buraya kadar yapilan agiklamalarda, bir¢ok splayn modeli kisaca agiklanmistir. Splayn
modellerini olustururken en O6nemli nokta veriye en uygun modelin secimidir. Varyans
parametreleri bagimsiz degildir. Bu nedenden dolay1 degerleri, modeldeki tesadiifi terimler
kiimesine gore degisebilir. Ayrica varyans parametrelerinin degerleri, modelde bulunan sabit
terimlerin sistematik trendi tamamen agiklayip agiklamadigina baglidir. Bu baglamda,
oncelikle biitlin sabit bagimsiz degiskenler modele katilir ve en karmasik varyans modeli
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olusturulur. Bu asamadan sonra sabit modeli degistirmeden varyans modelini adim adim
basitlestirmek i¢in olabilirlik oran testi kullanilabilir. Uygun varyans modeli belirlendikten
sonra, sabit modeli basitlestirmek i¢in yaklagik F testi kullanilabilmektedir (Kenward ve
Roger, 1997: 986). Birden fazla varyans modelinin uygun bulunmasi durumunda modeller
Akaike Bilgi Kriteri (ABK) ile karsilastirilabilirler.

3. REGRESYON SPLAYNLAR

Regresyon splaynlari, bir dizi belirli diigiim noktalarinda birlesen, fonksiyonun tanim
bolgesini  bolen parcali polinomlardir. Regresyon splaynlari az sayida diiglim
kullanmaktadirlar. Regresyon splayn yontemi gereksiz diiglim noktalarini silerek fonksiyonu
tahmin eder (Aksoy ve Aydin, 2013: 3).

L digiim sayisin1 gostermek tizere diigiimler kiimesi, {S1,...,SL}olarak ifade edilir ve L
genellikle kiigiiktiir. Regresyon splaynlari, baz fonksiyon (temel ya da taban fonksiyon) olarak
genellikle B-splaynlarini kullanirlar (Shen, 2011: 26). Bu baglamda baz fonksiyonlari kiimesi,
{B1(X),..., BL(X)}. Esitlik (1)’de gosterilen basit parametrik olmayan bir regresyon modeli
icin;

L
g(X)~ > Bi(X)e (38)
121

olarak ifade edilir ve a=(a1, ..., a1) olarak gosterilir.

Parametrik model standart En Kiiciik Kareler (EKK) ile tahmin edilir ve bdylece o’nin
tahminine ulagilir.

L
Y =Y By (X)a +6 (39)
1=1

Parametrik olmayan regresyon splayninin tahmini (piiriizsiiz fonksiyon) esitlik (40)’da
gorildigi gibidir.

L
§(X) =B (X)a (40)
=1

Regresyon splaynlarinin en biiyiik avantaji hesaplamadaki kolayligidir. Oncelikle sadece
parametrik bir modelin tahmin edilmesine ihtiya¢ vardir. Ancak, geleneksel splaynlarda her
bir bagimsiz gézlem bir diigiim olarak degerlendirilirken regresyon splaynlarda diigtimlerin
konumu belirlenmelidir (Omay ve Canpolat, 2013: 94). Regresyon splaynlarindaki en 6nemli
nokta diigiim sayisinin se¢imi ve diigimlerin yerinin belirlenmesidir. Ctnki g(X)’in tahmini
bu se¢imlere duyarhdir.

4. CEZALI SPLAYNLAR

Cezali splaynlar (Penalized Splines-P splines) regresyon splaynlar ve diizeltme splaynlarinin
bir karmasidir. Regresyon splaylarda, piiriizsiiz fonksiyonun tahmini diigiim sayisina ve
diigiim yerine baglidir ve bu durum c¢ok boyutlu verilerde hesaplama sikintisina yol
acmaktadir. Diizeltme splaynlarinda ise diigiim sayis1 gézlem sayisina esittir. Bu durumda da
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biiyiik veri setlerinde problemlerle karsilasilmaktadir. P-splaynlar her iki splaynin en iyi
taraflarini birlestirmistir. P-splaynlar, diizeltme splaynlarindan daha az parametre kullanir ve
regresyon splaylarinda oldugu gibi diiglimlerin se¢imi daha esnektir. Ayrica, tahminde diigiim
sayisinin ve konumun 6nemini de azaltir (Giiler, 2013: 19).

4.1. Bir Birim i¢in Cezah Splayn Modelleri
Bir birim i¢in P-splayn modeli esitlik (41)’deki gibi yazilmaktadir.
Yij = si (tij) + € (41)

Bu esitlikte si(.) purlzstz deterministik bir fonksiyonu, eij bagimsiz, normal dagilan ve &2
varyansli hata terimini ifade etmektedir. Si(.) i¢in diisik boyutlu bir taban belirlenirse
(x2(.),...,Xp(.)) Ornegin az sayida diigiimlii polinomiyal taban ya da regresyon splayn tabani
gibi. Bu durumda si(t) esitlik (42)’de gosterilen parametrik regresyonla tahmin edilebilir.

Yi = X Bi +€; (42)

Bu esitlikte, Xi ni x p boyutlu matrisi ifade etmektedir. Bu matrisin her bir situnu
ty,---ty zamanlarinda tabanin bir boyutunu gésterir. i regresyon parametreleri vektorl ve ei

ise hata terimleri vektori olarak ifade edilir. Bi igin EKK tahmincisi esitlik (43)’de gortldigi
gibidir.
Bi = (X{X) X, (43)

Esitlik (43)’den hareketle Si(t) igin tahminci esitlik (44)’deki gibi olmaktadir.
A p ~
S =2 x (B (44)
k=1

Bu tahminci, biitiin yansiz dogrusal tahminciler arasinda minimum varyansla en iyi dogrusal
yansiz tahmincidir. Hata terimleri normal dagiliyor ise bu durumda§; (t) En Cok Olabilirlik

(ECO) tahmincisidir. Bu nedenden dolay1 da asimtotik olarak etkindir. Hata teriminin normal
dagilimdan baska dagilim gosterdigi durumlarda §;(t) asimtotik olarak etkin degildir.
Herhangi bir dagilim belirlenmediginde ise §;(t) diger asimtotik dogrusal tahminciler

arasinda semiparametrik etkindir. Merkezi limit teoremine gore biiyiikk Orneklemler soz
konusu oldugunda asimtotik olarak normal dagilima yaklasim s6z konusudur (Fitzmaurice ve

digerleri, 2009: 295). Bu durumda ;[§i~ N(ﬂi,&z(x;xi)—l) olarak gosterilir. Burada
varyans tahmincisi esitlik (45)’de gosterildigi gibi ifade edilmektedir.

. 1 .,
6% =——Y{(I,, —H;Y, (45)
ni —p

Bu esitlikte In birim matrisi ifade etmektedir. Hi ise esitlik (46)’da gosterilmektedir.

Hi = X; (X{X;) 7 X{ (46)
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Bi ’nin bu asimtotik dagilim &zelliginden hareketle §;(t) ’nin standart sapmasi ve giiven
bantlarina ulasilir.

Cezali splayn yaklasiminda Si(t)’yi agiklamak igin, fazla diigiim igeren yiiksek boyutlu
regresyon splayn tabami ya da yiiksek dereceli polinomiyal pargalar segilir. Si(t)’nin
tahmininde boyut diisiirmek i¢in ceza kullanilir. Yiiksek boyutlu splayn tabanini gostermek
icin Xi’nin daha fazla sttun (daha buyik p) i¢erdigini ve Xk(t)’nin de t zamanindaki k. taban
fonksiyonunu gosterdigi bilindiginde, hata kareler toplaminin minimize edilmis hali ile
cezanin toplanmus esitlik (47)’deki gibi ifade edilir.

(Y - X ) + AP(B) (47)
1

j=

Bu ifadeye gore si(t)’nin cezali splayn tahmini esitlik (48)’deki gibi olur.
A p ~
Sesi () = D X (1) Bic (48)
k=1

Bu esitlikte P(Bi) karesel cezayi ifade etmektedir ve esitlik (49)’da gosterilmektedir. Karesel
cezanin tercih nedeni matematiksel hesaplamalarin kolay gerceklestirilebilmesindendir.

P(8i) = BiDp (49)

Esitlik (49)’da D, simetrik pozitif yar1 belirli (karekokii alinabilen) matrisi ifade etmektedir.
Ceza fonksiyonu P(pi) pirizlilik cezasidir. A daha oncede agiklanan diizeltme
parametresidir. Karesel piiriizliillik cezasindan bagka piirtizliiliik cezalar1 da bulunmaktadir.
Ornegin kiibik diizeltme splayni cezasi esitlik (50)’deki gibidir.

b/ p 2
Pus (B1) = | (2 Xi (t)ﬂikJ dt (50)
a\k=1
Esitlik (50)’de integralin tanim aralig1 olan [a, b] veriyi igeren herhangi bir araliktir.
4.2. Cezah Splaynlar I¢in Karma Etki Model Gosterimi

Si(t)’nin tahmincisi esitlik (47)’ye dayanir ve esitlik (51)’de gérulen DKEM’nin en iyi
dogrusal yansiz tahminidir.

Yi = X B +Zibj +e (51)

Bu esitlikte, X;, B ve Zi ve bi tanimlanacaktir. Yi Ve €j ise énceden agiklanan modellerdeki
gibidir. Ancak tek fark ¢ok degiskenli normallik varsayiminin eklenmesidir.

Bir tesadiifi etkiler modeli esitlik (52)’de goriilmektedir.

Yi :Xiui + € (52)
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Bu esitlikte ui p x 1 boyutlu tesadifi etkiler vektoridir, ei’den bagimsizdir ve belirsiz bir

dagilimla dagilir; P(ui)oc EXp(_Lzui’Dui) En iyi dogrusal yansiz tahmin denklemleri
20

P(Ui |Y; ) oc p(Y; | uj)p(u;)’yi maksimize ederler. D tekil olmayan bir matris oldugunda p(ui),
0 ortalamali ve (6%/A)D! kovaryansl ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir. Ancak D tekil
bir matris oldugunda p(ui) cezali splayn modellerinde oldugu gibi kismi belirsiz dagilima
(partially improper distribution) sahiptir. D, Xi’de oldugu gibi p siituna sahiptir ve ranki r ile
ifade edilmektedir. D, Q¥Q’ tayf ayrisimina sahiptir. Burada Q=(Qz, Q2) ortonormal matrisi

ifade etmektedir. Q1 siitunlart D’nin 6zvektorlerinden olusan (0 6zdegerlere karsilik gelir) p X
(p-r) boyutlu matrisdir. Q2 siitunlar1 diger 6zvektorleri igeren p X r boyutlu matristir. ¥
0zdegerlerin kdsegen matrisini ifade eder ve W1 ile W2’nin yani iki kdsegen matrisin
toplamindan olusur. Wi’de biitiin degerler 0’dir. W2’nin kdsegenleri ise 0 olmayan
0zdegerlerden olugsmaktadir.

D’nin bu ayrisimini kullanarak esitlik (52), esitlik (53)’deki gibi tekrar yazilabilir.
Yi=X;QuB + XiQ W7V by +e; (53)
Bu esitlige gore;
Yi= X B +Zb; +¢ (54)
olarak ifade edilir.

Esitlik (54)’de B;° (p-r) boyutlu sabit etkiler vektori, bi r boyutlu ¢ok degiskenli normal
dagilima sahip, 0 ortalamali ve 6%/Alr kovaryansh tesadiifi etkiler vektoriidiir. Esitlik (51)’e
geri doniildiigiinde X;, Xi Q1 ve Zi, X;Q,¥5 Y2 olarak tanimlanr. Esitlik (52) ve (54) A ve
¢? bilindiginde birbirine esit olmaktadir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 298).

Cezal1 splaynlar ve karma etkili modeller arasindaki iliski 6ncelikle cezali splaynlarin Bayes
tahmini olarak tiretilmesiyle ortaya ¢ikmistir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 298). Daha
sonraki c¢alismalarda 6rnegin, Speed (1991: 43) calismasinda diizeltme splaynlart ile karma
etkiler modeli arasindaki iligkiyi en 1yi dogrusal yansiz tahmin ve SECO ile kurmustur.

Yiksek boyutlu bir sabit etkiler modeli esitlik (55)’de goriildiigii gibidir.
Yi = XiB; ¢ (55)

Bu esitlikte sadece ei tesadiifidir. Ancak esitlik (51)’de goriildiigii gibi bir DKEM’de bi ve ei
tesadiifidir. Modeller arasindaki iliskiden (uyum) dolay1 esitlik (56) olusmaktadir.

XiBi = Xi B +Zib, (56)

B ’m boyutu bi ile karsilastirldiginda daha kiigiiktiir. i’nin boyutu ise B ve bi’nin
boyutlarinin toplamina esit olmaktadir.
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Hem cezali yiiksek boyutlu sabit etkiler modelinde hem de DKEM’de, {S(til),---,S(tini }’nin
tahminiyle ayni \?i tahmin edilir. Daha genel bir gdsterimle {s(té),~--,s(t§} ‘nin tahminiyle

aym X 2, tahmin edilir.

Cezal1 splaynlarda diger splayn modellerinde oldugu gibi diizeltme parametresinin se¢imi ¢ok
onemlidir. Diizeltme parametresinin se¢imi i¢in ¢apraz gecerlilik ve genellestirilmis capraz
gecerlilik yontemi kullanilmaktadir. Capraz gegerliligin esasi, veri noktalarindan herhangi
birini atmak ve kayip veri noktalar1 altinda geri kalan veriler tarafindan en iyi kestirilen A
parametresini segmektir (Bagdatli, 2010: 23). Capraz gecerlilik yontemi biiyiik veri setlerine
ihtiya¢ duyar ancak bu durumda da hesaplamalarin karmasikligi problemi ortaya ¢ikmaktadir.
Bu problemi ortadan kaldirmak ic¢in genellestirilmis ¢apraz gecerlilik yontemi kullanilir.
Ozellikle ¢ok kiigiik veri setlerinde iliskiler tahmin edilmek isteniyorsa bu durumda gorsel
metodlar kullanilmali ve diizeltme parametresinin se¢imi elle yapilmalidir. Ancak veri seti
biiytidilkge genellestirilmis c¢apraz gegerlilik ger¢ek degerine yaklasmakta ve giivenilir
sonuglara ulasilmaktadir (Hardle, Hall ve Marron, 1998: 90). Genellestirilmis capraz
gecerlilik yontemi, ¢apraz gegerlilik yonteminin serbestlik derecesi ile diizeltilmis bi¢imidir
(Keele, 2008: 87). Genellestirilmis capraz gecerlilik yontemi istatistiksel yazilimlarin
birgogunda bulunmaktadir. Dolayisiyla diizeltme parametresinin se¢imi kolaylikla
gergeklestirilebilmektedir.

4.3. Birden Fazla Birim Icin Cezah Splayn Modelleri

Boylamsal verilerin analizi i¢in olusturulan P-splayn modelleri esitlik (57)’de goriildiigii gibi
yazilmaktadir.

Yij ZSi(tij)-l-eij i=1,"',N (57)

Bu modellerde tij, yani 6lglim zamanlari her bir birim i¢in farkli olabilir. Sadece bir birim igin
veriler soz konusu oldugunda, tahminler gergeklestirilirken si(.)’nin deterministik oldugu
varsayilir. Ciinkidl si(.)’nin sahip oldugu anakiitle egrisi hakkinda herhangi bir bilgi
bulunmamaktadir. Ancak, birden fazla birim s6z konusu oldugunda her bir si(.)’nin tesadiifi
oldugu goriiliir. Boylelikle boylamsal verilerin esitlik (57) ile analizinde sadece eij’ler degil
si(tij)’lerde tesadufidir. Bu tesadufilik, ilk nokta tahminini gergeklestirirken si(.) egrisine bagl
olmanin Oniine gecemez. Bu agamadan sonra nokta tahmini, giiven araligi, giiven bantlar1 ve
diger degisim oOl¢iilerini hesaplamak S anakiitle egrisi ile gerceklesmektedir. Yani tahminler
Si(.) egrisine bagli degildir (Fitzmaurice ve digerleri, 2009: 306). Bu asamadan sonra kismi
parametrik veya parametrik olmayan bootstrap yontemi kullanilarak si(.)’nin tesadiifi olmasi
saglanir. Bootstrap yeniden ornekleme yontemidir. Bu yontem, anakiitleden elde edilen
orneklemden alt Orneklemlerin segilmesi olarak agiklanir. Bootstrap yontemi regresyon
analizinde, hata terimleri ve bagimsiz degiskenlerle ilgili varsayimlarin gergeklesmemesi
durumunda bir diizeltme islemi amaciyla da kullanilir. Bootstrap yontemi, daha kii¢iik tahmin
hatalarinin elde edilmesi, standart sapmalarin kiigiilmesi ve buna bagl olarak da daha
giivenilir parametre tahmincilerinin elde edilmesi ve giiven araliklarinin olusturulmasini
saglar (Altas ve Cinko, 2003: 286).

Birden fazla birim, bagimsiz ve ayni olasilik dagilimina sahip bir anakiitleden se¢ildiginde ve
uygun bir sekilde modellendiginde amag anakiitle ortalamasi egrisi olan E{Si(.)} ’nin tahmini
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N
gerceklestirmekse bu durumda, (1/N)Z§i (.) tahmin edilmelidir. Orneklemde her bir birim
i=1

N
icin gergek egri si(.)’ler gozlemlendiyse bu durumda (1/N)z S; (.) E{si(.)}’nin her bir zaman
i=1
noktasinda tutarli ve etkin tahminidir. Genel olarak bu ydntem; gercek egrilerin
gbzlemlendigini varsayar ve gergek egrilere bagh olarak tutarli ve etkin tahminler elde eder.

Bu yontem i¢in Onerilen kismi parametrik bootsrap yonteminde, tahmin edilen vektorler
{éi (ti), S (tini} yerine konularak yeniden orneklenir bu durumda bitiin tahmin edilen

éij’ler elde edilir. Onerilen parametrik olmayan bootstrap yonteminde ise Yi’ler yerine
konularak yeniden érneklenir.

Sonug olarak bu yontem, kesin ve giivenilir sonuglara ulasilmasi adina arastirmalarda sikca
kullanilan bir yontemdir.
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